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Serial: Definujeme chaos!

V prvnich dvou dilech tohoto seridlu jsme se naucili namontovat kridylka na slepici ve vakuu.
Tedy, na ptikladu rotujictho fotbalového mice jsme se naucili jak zformulovat jednoduchy mo-
del a pak také spocitat jeho dusledky pomoci numerickych simulaci. Ve tretim dilu jsme pak
probrazdili krajinu dynamickych systému a ukézali si par ochutnavek toho, co lze cekat od
chovani raznych vazanych pohybu.

Vézany pohyb muze byt staticky (tedy vlastné ,nepohyb*), kvaziperiodicky (kde periodicky
je specidlni piipad takového pohybu) a aperiodicky. Aperiodicky pohyb je navic v drtivé vétsiné
pripadu chaoticky. Ale co Ze to znamend ten chaoticky pohyb? To si pravé ted fekneme, pockejte
minutku.

Ztrata desetinnych Cisel s propiskou

Ted pottebuji, abyste si vzpomnéli na tplné prvni seridlovou tlohu, kterou jste v tomto ro¢niku
resili. Méli jste v ni za tkol uvazovat nad tim, jak to, Ze zijeme v deterministickém svété, kde je
i presto tolik nejistoty. Chaos a s nim spojend ztrata informace s tim ma mnoho docinéni. My
si ale ted ukazeme, jak se informace ztraci v prikladu z ilohy — u propisky postavené na spicku.

Obr. 1: Nékres sil pusobicich na propisku vychylenou o tthel da z nestabilni rovnovazné polohy.

U propisky budeme uvazovat pouze dva jeji mozné pohyby — doleva a doprava. Vychylku
na obrazku 1. Kdybychom uvazovali, Ze se propiska muze pohnout i dopfedu a dozadu, dosli
bychom k tém stejnym zavérum, k jakym za chvili dojdeme, jen bychom se museli starat o vice
rozméru.



FYKOS Serial XXVIIL.IV Definujeme chaos!

tihové sily se vyrusi tlakem Spicky o povrch, ale ¢ast se promitne do sméru padu. Sila ptisobici ve
sméru padu je tedy F' = mgsin(éa). Délka oblouku od rovnovazné polohy t&7isté je do = Lia'
a Newtonuv druhy zdkon je ptfi promitnuti do oblouku F' = mdz. Dostdvame tedy diferencidlni
rovnici

0
mdéZ = mgsin (fm) . (1)
Protoze ale mluvime o hodné malych vychylenich plati pfiblizné sinda = da = dz/L. Kdyz to
pak dosadime do rovnice (1) a podélime ji m, dostavidme

M:%M.

Méme tu tedy rovnici, co fiké ,,druhd derivace funkce = néco krat funkce“. Funkci, které vypa-
daji v podstatné stejné i po dvou derivacich, neni mnoho — v redlném oboru je to pouze sinus,
kosinus a exponenciela? Sinus a kosinus ale po dvojim derivovani pfed sebe vyhodi znaménko
minus, coz v tomto pripadé neméme, a proto feSenim muze byt pouze exponenciela. Muzete si
sami oveérit, ze feSeni nasi rovnice je

o0x = Cy exp (\ / %t) + Cy exp (7 %t) ,

kde C1, C2 jsou dvé konstanty odpovidajici riznym pocatecnim podminkdm. Pokud naptiklad
nastavime C7 = dxg a C2 = 0, pak derivovanim dostaneme pro rychlost v ¢ase t =0

dvg = (5.1‘(t = 0) = (Smo\/%exp ( %t) 9

= (SI() —.
Naopak pokud C; tplné vynulujeme a nastavime Cy = dxo, pak dostaneme dvg = —dzo+/g/L.

t=0 L

doprava, vychylka roste exponencielné (coz je désné rychle). To vSe ale plat{ jen do okamziku,
kdy zac¢nou byt dx a « prilis velké na to, aby platilo sina = a.

Na obrézku 2 vidite nac¢rt rtiznych vyvoju propisky v prostoru rychlosti a poloh. Na obréz-
ku 3 vidite vyvoj kruhu pocatecnich podminek okolo §dz = 0 a jv = 0. Kdyz totiz roztfesenou
nad Spicku. Nejsme si také jisti, jestli jsme na posledni chvili do propisky trochu nedrknuli
a neudélili ji tim malou rychlost — at na jednu nebo na druhou stranu. Jsme si tedy jisti jen
tim, ze jsme propisce dali poc¢atecni podminky jen nékde v podobném kruhu neurcitosti.

Jak ale vidite na obrazku 3, tvar kruhu se rychle méni. Po chvili jsme si vlastné velmi jisti tim,
vyvojem Uplné rozmazl do padu bud nalevo nebo napravo. Paradoxné jsme si velmi jisti tim,
ze systém skoncil ledaskde, jen ne tam, kde bychom v idealizovaném ptipadé predpokladali.

Ljapunov a jeho exponenti

Podobné jako v pripadé s propiskou je to s chaosem. Systém jako tfeba povétrnostni podminky
néjak zmérite a podle idedlnich hodnot svého méteni predpovite pocasi v nasledujicich dnech.
Jenze vite také o nejistotach svého méreni a chaoti¢nosti pocasi. Stejné jako v pripadé propisky
si po nékolika dnech jste fakticky jisti tim, ze se systém nachézi s nejvyssi pravdépodobnosti
vsude mozné, jen ne tam, kde jste jej predpovédéli na zdkladé namérenych hodnot.

tUhly zad4dvdme v radidnech!
2Pak jesté hyperbolické funkce sinh a cosh, ale to jsou jen linedrni kombinace redlnych exponenciel.
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Obr. 2: Nacrt riznych vyvoji malych vychylek propisky na spicce. Najdéte si na grafu néjaké
pocatecni vychylky dx, dv a svij vyvoj pak ziskdte ndsledovanim sSipek. Vidite, Ze vSechny
vyvoje az na ptimku dv = —4/g/Ldzx asymptoticky konverguji k v = /g/Ldz, a tudiz vedou
k padu propisky. Pokud vés graf s jednou osou dx a s dalsi v mate, muzete si osu dv zakryt
a sledovat, kam sméruje vSechen vyvoj ve sméru vychylky dz.

Veli¢inou, kterd charakterizuje tento rozpad informace, je takzvany Ljapunoviv exponent.
Ljapunoviv exponent charakterizuje exponencielni rozbihdni pro velmi blizké stavy. V ptipadé
propisky se mald odchylka dzo od nestabilni rovnovahy na Spicce rozbihala v nejhorsim ptipadé
jako 0z exp(y/g/Lt), v nejlepsim by se sbihala jako dz¢exp(—+/g/Lt). V tomto piipadé by

tedy Ljapunovovy exponenty byly ++/g/L. Jak ale vidite na obrdzku 3, pro rostouci nejistotu

je dulezity hlavné kladny exponent \/g/L, ktery roztahuje po¢atetni podminky a na hodnoté
zaporného exponentu vlastné zas az tolik nezalezi.

Pro obecny dynamicky systém muzeme definovat Ljapunoviv exponent pro néjakou celou
trajektorii a vlastné nam nevadi, pokud se ptivodni odchylka kromé rastu velikosti okolo pi-
vodniho sméru néjak krouti. Ljapunoviv exponent je tedy néjaké ¢islo A takové, ze plati, ze
se néjakd obecné vicerozmérnd odchylka 6Zy od dané trajektorie Z(t) ve své velikosti vyviji
jako [6Z(t)] = exp(At)|6Zy].

V jakém case bychom ale zacali sledovat rozbihavost trajektorii? Na jakém misté bychom mé-
li za¢it s malinko odchylenym trajektorijnim kamaradem? Nejlepsi odpovéd zni, ze rozbihavost
musime néjak vystfedovat pres celou trajektorii. Pokud ale sledujeme trajektorii ve vazaném
systému a trajektorie nekonverguje ke statické, pohyb musi nutné pokracovat nekonecné dlouho.
Formélné je tedy Ljapunoviv exponent definovan jako

A= lim lim 1ln(|6z(t)|> ,

t—00 62Zg—0 t |0Zo]

kde limita §Zy — 0 jen znadi, ze se zajimame o nekonecné malé odchylky a jejich rozbihavost.
Limita t — oo pak zajistuje, ze zahrnujeme do vypoctu celou trajektorii. To se mtze zdat dost
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Obr. 3: Nacrt casového vyvoje nasi oblasti nejistoty ve vychylce propisky. Pri
predpokladu g = 10m-s™2 a L = 5 cm bude naSe oblast nejistoty zdeformovana, jako
v poslednim obrazku béhem 80 ms. Pokud je na vas graf slozity, stac¢i z néj jen vysledovat, jak
se nase nejistota roztahuje jen podél osy dx tim, Ze si na ni zdeformovany krouzek promitnete.

divné, tak vylicim, jak se takovy ljapunovovsky exponent spocitd v praxi:

1. Program zaCne numericky integrovat trajektorii Za(t), jejiz Ljapunoviv exponent chceme
zjistit a vedle ni Gplné malinko odchylenou trajektorii Zg(t).

2. Program sleduje odchylovani nebo sbihani téchto trajektorii a pokusi se na tuto tendenci
napasovat exponenciely s riznymi exponenty. Ten nejlepsi fit si poznamenda jako lokalni
Ljapunovuv exponent.

3. Jakmile se trajektorie v ¢ase tmoc moc rozebéhnou, vezme odchylku A = Z4 (tmoc) —ZB (tmoc ),
zahodi Zg a zaCne zase integrovat Z (t) spolu s méné odchylenou trajektorif s po¢dteéni pod-
minkou Z¢(tmoc) = ZA (fmoc) + €A, kde € < 1.

4. Tento proces se dlouho opakuje a nakonec program ziské pribliznou hodnotu vystiedovanim
vSech lokélnich Ljapunovovych exponentu.

Nen{ to tedy zddnd véda, Ljapunoviv exponent je jen globalni (nebo prosté zprimérovanou)

mirou sbihavosti ¢i rozbihavosti blizkych trajektorii. Celd procedura dava néjaky smysl jen diky

tomu, Ze se bavime o vazanych trajektoriich. Chaoticka trajektorie se totiz sice nikdy neopakuje
zcela presné, ale musi porad létat v téch samych ¢astech prostoru, takze se diive nebo pozdéji
zacne opakovat priblizné. Kdyz tedy zminénou procedurou pocitdme ljapunovovsky exponent
po hodné dlouhou dobu, jsme si velmi jisti, ze jsme vystihli typické chovani trajektorie a ze
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jsme exponent spocitali s pomérné vysokou presnosti.

Obr. 4: Nacrt casového vyvoje oblasti nejistoty v pripadé trajektorie s kladnym
Ljapunovovym exponentem. Mald odchylka dZy se po néjakém case vyvine do lehce pootocené
a exponencialné prodlouzené odchylky 6Z;. V tomto obrazku existuje i smér se zapornym
exponentem, ale vidite, ze maximalni vzdalenost odchylenych trajektorii na zaporném
exponentu nezavisi.

Na obrazku 4 muzete vidét ilustraci ne nepodobnou rozbihani kruhu pocatec¢nich podminek
z obrazku 3. Vidime na ném, ze stejné jako u propisky muze nejistota u trajektorie s klad-
nym Ljapunovovym exponentem uUplné rozméznout vyvoj tak, ze jsme si témer jisti tim, ze se
nenachdzime tam, kde bychom si idealizované mysleli. Na obrézku také vidite, Ze pro odhad

u propisky tak dulezité.

Konecné ta definice

Nebudeme to uz zbyte¢né zdimat, definujme chaos. Chaotickd trajektorie je takova, kterd je
aperiodickd a zaroven ma alespon jeden kladny Ljapunoviv exponent. Znamen4 to, Ze jeji tvar je
nesmirné komplikovany a neopakujici se, ale také to, ze diiv nebo pozdéji néjakym vyrusenim
sklouzne vyvoj daného dynamického systému uplné jinam — a to nejcastéji k dalsi chaotické
trajektorii.

Existuji i alternativni definice chaosu, které se opiraji o rizné topologické pojmy a predstavu
miseni prostoru pocatecnich podminek. To dava samoziejmé velky smysl, protoze si clovék
dokaze lehko predstavit, Zze se maly krouzek pocétecnich podminek pii kladné rozbihavosti
trajektorii a komplikovaném pohybu rozmaze po celém mozném prostoru stavi dynamického
systému. Je proto prirozené obejit aperiodi¢nost a exponenty a rozmichavani blizkych vyvoju
vlozit rovnou do definice. Vymezeni chaosu pomoci exponentt a aperiodic¢nosti je pro nés ale
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vy

To je v tomto dilu vse, ted uz mame zakladni vybavu na chdpéni chaosu. V pristich dilech
se konecné podivame na néjaké zajimavé aplikace toho, co jsme se doted naucili. Vite tfeba,
jak se v pocitaci generuji ndhodnd ¢isla? A jsou opravdu ndhodna? Odpovédi se dockéte.

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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